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Aufgabe 1 (2) Beispiele Riemannintegrierbarer Funktionen

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen f : [a,b] — R Riemannintegrierbar auf
b

ihrem Definitionsbereich sind und ermitteln Sie das Riemannssche Integral / f(x) dzx auf

a
diesem Bereich.

0, falls z € [0,2]\{1}
1

i) £:]0,2] — R vermége f(z)= { falls 7 = 1

ii) f:]0,1] — R vermoge f(z)==z
iii) £:[0,1] — R vermége f(x) = 2>

, falls z € [a, b]

<
0, fallsz¢fapy CSPER

iv) f:[a,b] — R vermoge f(x) = {

Aufgabe 2 (2) Beispiel fiir eine nicht Riemannintegrierbare Funktion I
Begriinden Sie, dass die Dirichletsche Sprungfunktion

)1, fallsz€[0,1]NQ
fla) = { 0, fallsz€[0,1\Q

nicht Riemannintegrierbar auf [0, 1] ist, indem Sie geeigente Riemannsche Zwischensum-
men auswerten.

Aufgabe 3 (2) Beispiel fiir eine nicht Riemannintegrierbare Funktion IT
Skizzieren Sie die Funktion f : [0,1] — R mit

1
f@) =14 7 falls z € (0,1] N Q
0, fallsz=0

und begriinden Sie, dass sie nicht Riemannintegrierbar auf [0, 1] ist, indem Sie geeigente
Riemannsche Zwischensummen auswerten.

Aufgabe 4 (1) Elementargeometrische Bestimmung von Integralen
Wir betrachten die Integrale

1 1 3
i) /2 dx iii) /\x| dx v) /xS cosx dx
) -1 -3
1 2 1
ii) /:L‘3 dz iv) /2;0 + 3 dx vi) / V1—22dz
e 0 -1
Deuten Sie diese als Fldcheninhalte und bestimmen Sie so ohne Anwendung bekannter

Integrationsregeln ihren Wert. Beachten Sie dabei z.B. Symmetrieeigenschaften der Inte-
granden.
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Aufgabe 5 (2) Grundintegrale
Verifizieren Sie unter Benutzung des Fundamentalsatzes der Infinitesimalrechnung

xa—&-l
i) /xo‘dx: +C mit o € R\{1} und z > 0,

a+1
ii) /em dx =e" 4+ C, vi) /sinxda;:—cosa:—i-C
iii) /a dx——+C’ mita > 0,a # 1,

Ina

vii) /sinhx dx = coshz + C
d
iv) /—x =Inz + C mit z € R\{0},
x

V) /cosx dx =sinz +C viii) /cosha: dx = sinhx + C

Aufgabe 6 (1) Berechnen bestimmter Integrale 1
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

T 1
3% dz V) / cosz dx vii) / vz dz
0

0

3 2 2
/ / x® + 2x) /2‘” dx viii) /sinx dx
1 0 2

Aufgabe 7 (2) Berechnen bestimmter Integrale I1
Berechnen Sie die Integrale

\oo

i,

x dx iii)

o\w

&

a) /02(36—\/5) dx, j) /_11d:c,

9
b / T+ —) dx, k/
) [ ) [ e

2 . 2

32 — 22°) da, 1 /7

o) [ (3% —2") da ) [ o

0
d)/ (z +sinz) dx, m) /(4x3—2x2+x+1) dx,

e) /02 2% duz, n) /(3 —22%) dx,

f) /12€x_1 dz, o) /(\/:)?——
g) /02 1 dz, p) /sin&r dx,

T+ 2

h) 0 12 d, q) /sinQ:c dz,
z cos’x

i /23 dz. r) /0082% dx.
1

T2
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Aufgabe 8 (2) Berechnen Sie die Flidche zwischen
a) y=2>undy =1 — 22,
b) y =z und y = 2%,
c)y=e*,z=0und y =e.

Aufgabe 9 (2) Partielle Integration I
Berechnen Sie mit partieller Integration

0
a)/ zcosz dr (f=wx; dg=cosz dx),

—T

b)/mlnxdm (f =lnz; dg=uxdx),
1

1
c)/me&”dx (f==x; dg=e* dr),
0

d) Inz de (f=Inz; dg=dz).
1

Aufgabe 10 (2) Partielle Integration IT
Berechnen Sie die folgenden Integrale mithilfe von partieller Integration

1 2 by
i) /:cew dx iii) /lnx dz V) /xsinx dx
0 1 0

ii)

o—__

2 by
2e® dx iv) /x2 Inz dx vi) /ez sinz dx
1 0

Aufgabe 11 (2) Anwendung der Substitutionsregel
Berechnen Sie die folgenden Integrale unter Benutzung der Substitutionsregel:

1 1
x
i) /(1 — 32)3 dx vi) /72 dz
/ s 22+ 3
1 3
. ‘1;3
ii) /3$2€ dx vii) /xcot 2% da
0 s
4
) /1 1 2x
iii) [ e*sine” da / ¢
viii dx
s ) " v1+e*
3 1 d
x
iv) /cos(5:1: +1) dx ix) /—
/ / 24+2)V1+x

1 2

. dz
V) /e e’ dx X) /m

0 1
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Aufgabe 12 (2) Berechnen Sie mit Substitutionsregel

1
a) /0 (1+)° du,

b) /1 (2 + 32)° dz,

-1

¥
h) / 22 cosz? du,
0

1>/ cos\/idx’

0 VT

61 s

c) / Md;):, i
1T

j) /_5 cosz - sin(sinz) dz,
0
1
d) / Xt dg,
~1

1 2
e) / xe® dx,
0

k) /ng\/:z—i—l dr, (u=+x+1),

4
I _
>/1$+de (u = V@),
1 eI
f)/0 14 e2® dz,

m) /()1(m+1)(2:z+x2)3 dr  (u=z+1),

T T 0 X
hod —— dzx.
g)/o cosgd:n, n) /41—1—3:2 T

Aufgabe 13 (3) Berechnen Sie (irgendwie)

1
a) / xV4 — 22 dx,
0

[SIE

d)[l

1
e) / arctan z dx,
0
e ™
c) / Valnz de,
1

f) /4 cos(2x) - e 52 g,
0
Aufgabe 14 (3) Substitution und partielle Integration
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

i) /azef"’”2 dx

arccos x dx,

b) / In 2z dx,
1

ii) / sin?z dx
Fiir alle x € R und alle n € N, n > 2, beweise man nun die folgenden Rekursionsformeln

iii) Q/x”efxz do = —a" e " 4 (n— 1)/%”726712 dx

. . 1o
iv) /sm”z dr = ——sin™ !

- COST +
n

n—1 e
/Sln” 22 dx
n

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale mittels Partialbruchzerlegung:

Aufgabe 15 (2) Partialbruchzerlegung

1 —z2 —92 1—
) /m da i) /W da iii) /7‘@ dz.
24+ 2x—6 3 —x (x +5)?
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Aufgabe 16 (4) Riemann-Darbouzintegrierbarkeit einer Lipschitzstetigen Komposition
Auf dem kompakten Intervall [a,b] C R,a < b, seien f,g : [a,b] — R Riemann-
Darbouxintegrierbar und beschrénkt, d.h. mit einer Konstante M € (0, co0) gilt

|f(x)| <M, |g(x)|< M firalle z € [a,b)].

Ferner sei H : [—-M, M| x[—M, M] — R eine beziiglich beider Argumente Lipschitzstetige
Funktion, d.h. mit einer reelen Zahl L > 0 gilt

|H(s,t) — H(s',t)| < L|s—§|+ Ljt—t| firalles,s t,t €[—M,M)].
Beweisen Sie, dass dann die Komposition

h(z) := H(f(x),9(x)), = € a,b],

ebenfalls Riemann-Darbouxintegrierbar auf [a,b] ist.
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Aufgabe 17 (3) Vererbung von Integrierbarkeit

Beweisen Sie mithilfe der Aussage der vorherigen Aufgabe:

Es seien I C R ein nichtleeres, kompaktes Intervall und A € R. Dann sind die folgenden
Funktionen H : I xI — R Lipschitzstetig bez. beider Argumente. Geben Sie insbesondere
die Lipschitzkonstanten L > 0 an.

o H(s,t):=s+t, o H(s,t):= st,
o H(s,t) := As, o H(s,t):=|s|.

Es seien jetzt f,g : [a,b] — R zwei auf dem kompakten Intervall [a,b] C R,a < b,
Riemannintegrierbare Funktionen, und es sei A € R. Folgern Sie, dass dann auch Rieman-
integrierbar auf [a, b] sind:

i) h(z):= f(z)+g() iii) h(z) := f(z)g(x)
i) h(z) :=Ag() iv) h(z) := [f(z)]



